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Automaty ze stosem wyzszego rzedu (HOPDA) [Maslov 74, 76]

Stos rzedu 1 to zwykly stos.
Stos rzedu 2 (rzedu n + 1) to stos stosow rzedu 1 (rzedu n).

Operacje na stosach rzedu 2:
(S to stosy, szczyt stosu jest po prawe))

push_ -_51' ..S_S] -> -_51' ..S_S.S]

pop, : [s,...s_s] > [s,...s_]

push X : :51' .S [a .. .aj_laj]] -> :sl. .S [a .. a.a X]]
pop, @ [s..s_ [a.. .aj_laj]] > [s,...s_[a, . .aj_l]]

Automat rzedu n ma stos rzedu n, dysponuje operacjami
push. oraz pop dla kazdego 1 <i<n.



Automaty ze stosem wyzszego rzedu (HOPDA)

Przykiad: jezyk {a"b"c"}

* przy kazdym “a” na wejsciu witéz symbol na stos
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Automaty ze stosem wyzszego rzedu (HOPDA)

Przykiad: jezyk {a"b"c"}

* przy kazdym “a” na wejsciu witéz symbol na stos
- skopiuj stos (operacja push )
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Automaty ze stosem wyzszego rzedu (HOPDA)

Przykiad: jezyk {a"b"c"}

* przy kazdym “a” na wejsciu witéz symbol na stos
- skopiuj stos (operacja push )

 przy kazdym “b” na wejsciu zdejmij symbol ze stosu
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Automaty ze stosem wyzszego rzedu (HOPDA)

Przykiad: jezyk {a"b"c"}

* przy kazdym “a” na wejsciu witéz symbol na stos
- skopiuj stos (operacja push )

 przy kazdym “b” na wejsciu zdejmij symbol ze stosu
 przy kazdym “c” na wejsciu zdejmij symbol ze stosu
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HOPDA z operacja paniki (“collapse”)
HOPDA z operacja paniki to rozszerzenie automatow ze stosem
wyzszego rzedu

Teraz elementy stosow rzedu 1 to krotki (a,n ,...,n ), dlaae >, n.eiN.
(Mozliwosc¢ wykonania operacji zalezy tylko od a.)

push a - wtoz (a,n ,...,n ) na szczyt najwyzszego stosu rzedu 1,
gdzie n to rozmiar najwyzszego stosu rzedu |

collapse. - pozostaw tylko n-1 elementow na najwyzszym stosie
rzedu I, (gdzie n_odczytane z najwyzszego symbolu)

(z najwyzszego stosu rzedu i usun wszystkie stosy rzedu i-1 na ktorych jest symbol (a,n,,...,n ))

Spostrzezenie: collapse = pop,



Przykitad

alfabet: [, |, *
Jezyk U zawiera stowa postaci:

» czescC A jest prefiksem poprawnego wyrazenia nawiasowego,
zakonczonym |

e czesc B jest poprawnym wyrazeniem nawiasowym

e czesci A1 C majg ta sama dtugosc¢

na przykiad:
[LIC0I00]] O ev



Jak rozpoznac U automatem z panikg?

 jednoelementowy alfabet stosowy
e na stosach rzedu 1 liczymy liczbe otwartych nawiasow
- wykonujemy kopi¢ (push, ) po kazdym nawiasie

te liczby to n, (rozmiar stosu rzedu 2
przy wstawianiu tego symbolu na stos)

[ L[] T L1 [ L] J**x*%



Jak rozpoznac U automatem z panikg?

 jednoelementowy alfabet stosowy
e na stosach rzedu 1 liczymy liczbe otwartych nawiasow
- wykonujemy kopi¢ (push, ) po kazdym nawiasie

te liczby to n, (rozmiar stosu rzedu 2
przy wstawianiu tego symbolu na stos)
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Jak rozpoznac U automatem z panikg?

 jednoelementowy alfabet stosowy
e na stosach rzedu 1 liczymy liczbe otwartych nawiasow
- wykonujemy kopi¢ (push, ) po kazdym nawiasie

te liczby to n, (rozmiar stosu rzedu 2
przy wstawianiu tego symbolu na stos)
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Jak rozpoznac U automatem z panikg?

* lednoelementowy alfabet stosowy

e na stosach rzedu 1 liczymy liczbe otwartych nawiasow
- wykonujemy kopi¢ (push, ) po kazdym nawiasie

te liczby to n, (rozmiar stosu rzedu 2
przy wstawianiu tego symbolu na stos)
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Jak rozpoznac U automatem z panikg?

* lednoelementowy alfabet stosowy

e na stosach rzedu 1 liczymy liczbe otwartych nawiasow
- wykonujemy kopi¢ (push, ) po kazdym nawiasie

* przy pierwszej gwiazdce robimy “collapse”
* liczymy ile stosOw pozostato

Collapse = usun wszystkie
stosy na ktorych ten
symbol jest obecny
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Jak rozpoznac U automatem z panikg?

 jednoelementowy alfabet stosowy
e na stosach rzedu 1 liczymy liczbe otwartych nawiasow
- wykonujemy kopi¢ (push, ) po kazdym nawiasie

* przy pierwszej gwiazdce robimy “collapse”

* liczymy ile stosOw pozostato
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Collapse = usun wszystkie
stosy na ktorych ten
symbol jest obecny
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Motywacja: od weryfikacji programow do automatow ze stosem
Przykiad

open(x, “foo”)

a.=0

while a<100 do
read(x)
a:.=—atl

close(x)

czy dostep do pliku
“foo” wyglada tak:
open,read*,close?




Motywacja: od weryfikacji programow do automatow ze stosem
Przykiad

Krok 1: przybliz, abstrahujac od wartosci zmiennych.

open(x, “foo”) open(x, “foo”)
a:=0
while a<100 do =~ |while * do
read(x) read(x)
a.=atl
close(x) close(x)
czy dostep do pliku czy dostep do pliku
“foo” wyglada tak: —  “foo” wyglada tak:
open,read*,close? open,read*,close?




Motywacja: od weryfikacji programow do automatow ze stosem
Przykiad

Krok 2: rozwaz drzewo mozliwych przebiegow programu.

oplen
open(x, “foo”) while
while * do =  close read
read(x) A.I
close(x) V} f
close relad
while
closzégd
czy dostep do pliku czy kazda sciezka
“foo” wyglada tak: = jest etykietowana
open,read*,close? open,read*,close?




Motywacja: od weryfikacji programow do automatow ze stosem

Przykiad
oplen
open(x, “foo”) whie
while * do = close read
read(x) while
close(x) / \
close relad
while
7'\
close reFd

Obserwacja: dla programow bez rekurencji, kazda s’cieéka
takiego drzewa to jezyk regularny.
(program to deterministyczny automat skonczony)

Rabin 1969: Drzewa regularne maja rozstrzygalnag logike MSO.



Motywacja: od weryfikacji programow do automatow ze stosem

Przyktad 2 - program rekurencyjny
alloc

let f(x) = |
alloc(x) - /"\\

If * then f(x) free alloc
free(x)

I
If
(x) /N
frclee alloc
free /if\
free allloc
free /if\
/ fr?e alloc
fr’ee

free

I
free

free



Motywacja: od weryfikacji programow do automatow ze stosem
Przyktad 2 - program rekurencyjny

alloc
let f(x) = ilf
alloc(x) - /" \
If * then f(x) free allloc
free(x) it
f(x) / N\
free alloc
If
To drzewo nie jest juz regularne!! free / N\
e free alloc
Ale kazda sciezka jest rozpoznawana przez |
deterministyczny automat ze stosem. free /lf\
fr?e alloc
free
fr,ee
Muller, Schupp 1985 / Caucal 1986 / Stirling 2000: free

takie drzewa maja rozstrzygalng logike MSO. frlee



Motywacja: od weryfikacji programow do automatow ze stosem

A co z rekurencjga wyzszego rzedu?

let f(x, g) =
a(x)
If * then g(x)
else f(x, fun h x -> h(x); b(x))
c(X)
f(x, b)

/a\

Potrzebne sg automaty ze stosem

wyzszego rzedu!!!

>/ /\



Relacja miedzy programami a automatami

Pomijamy S$cista definicje

—

Dla kazdego rzedu mamy dwie klasy (drzew):
PdaTree 3 = drzewa generowane przez automaty ze stosem rzedu n

RecSchTree > = drzewa generowane przez schematy rekurencyjne
(programy) rzedu n

Czy te klasy sa takie same?



Relacja miedzy programami a automatami

Dla kazdego rzedu mamy dwie klasy (drzew):

PdaTree > = drzewa generowane przez automaty ze stosem rzedu n

SafeRecSchTree > = drzewa generowane przez bezpieczne schematy
rekurencyjne (programy) rzedu n

Czy te klasy sa takie same?
Knapik, Niwinski, Urzyczyn 2002:
PdaTree > = SafeRecSchTree > (dla kazdego n)

oraz te drzewa majg rozstrzygalng logike MSO.

co to znaczy “bezpieczne™?

To pewne ograniczenie na sktadnie schematow rekurencyjnych.
(wynik przekazanai parametrow rzedu k musi byC funkcjg rzedu mniejszego niz k)

Dla rzedu 1 kazdy program jest “bezpieczny”.



Relacja miedzy programami a automatami

Dla kazdego rzedu mamy dwie klasy (drzew):
ColPdaTree > = drzewa generowane przez automaty z panika rzedu n

RecSchTree > = drzewa generowane przez schematy rekurencyjne
(programy) rzedu n

Czy te klasy sa takie same?

Hague, Murawski, Ong, Serre 2008:
ColPdaTree > = RecSchTree > (dla kazdego n)

dlatego warto rozwazac¢ automaty z panikg

Ong 2006:
Drzewa z RecSchTree 3 majg rozstrzygalng logike MSO.



Relacja miedzy programami a automatami

PdaTreenZ = SafeRecSchTreenZ
17 17
ColPdaTreenZ = RecSchTreenZ

P. 2010:
PdaTreeZZ 7 ColPdaTreeZZ

P. 2011.:
PdaTree 2 Z ColPdaTree 2 (dla kazdego n)

Przyktad: jezyk U



Dwie hierarchie (drzew / jezykow stow):

deterministyczne

automaty wyzszego rzedu deterministyczne automaty

_ wyzszego rzedu z panika
bezpieczne schematy

rekurencyjne schematy rekurencyjne

(hi?rarchia Cau/cal'a) i wynik 11 | |
4\\ // / \\ //
3 » jezyk Us
2\ \‘\
1 <« det. bezkontekstowe *>
0 - regularne >

To sa rozne hierarchie!!!




Co dalej?

1) Lemat o pompowaniu?

2) Czy operacja “collapse” zwieksza site wyrazu
hiedeterministycznych automatow wyzszego rzedu?

Aehlig, Miranda, Ong 2005: dla poziomu 2 — NIE
(“collapse” moze byC symulowana przez niedeterminizm)

ale: « automaty niedeterministyczne nie majg naturalnych
powigzan z weryfikacjg programow
» wiekszosC problemow jest nierozstrzygalna,
(nawet “czy automat rzedu 1 akceptuje wszystkie stowa?”)
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