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Plan

s Algorytmy algebraiczne:
+ maksymalne skojarzenia,
¢ wazone skojarzenia,
¢+ odleglosci w gratfie.

s Dynamiczne algorytmy algebraiczne:
+ domkniecie przechodnie,
¢+ odleglosci w gratfie.

= Spintronika.
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Mnozenie macierzy

Dwie macierze rozmiaru 7 X 11 mozna
pomnozy¢ czasie O(n

2.38) .

Jakie inne problemy mozna rozwiaza¢ w takim
samym czasie?
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Szybkie mnozenie macierzy

Niech w oznacza wyktadnik mnozenia macierzy
rozmiaru 7 X n przez macierz rozmiaru n X 1.

Do wykonania mnozenia

aij1 Ay -+ dig bi1 bip -+ by
Ar1 dpp -+ Aoy bp1 boo -+ boy
X
_an,l Ap an,n_ _bn,l bn,Z e bn,n_
potrzeba O(n“) operadji.

Najlepsze znane ograniczenie gorne to
w < 2.376 — Coppersmith, Winograd.
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Szybkie mnozenie macierzy

W czasie O(n“) mozemy take dla macierzy
rozmiaru n X m:
» policzy¢ wyznacznik macierzy,

» policzy¢ macierz odwrotna,
» rozwiazac uktad réwnan,
» policzy¢ macierz minorow gtéwnych

adj(A)i,]' — (—1)i+j det(Aj’i),

gdzie A" jest macierza rozmiaru
(m—1) x (n—1) otrzymana z A przez
usuniecie j'tego wiersza i i'tej kolumny.



Wyznacznik

Wyznacznik macierzy A rozmiaru n X n dany
jest przez:

det(A) = Y o(p) fgai,pi.

pelly,



Wyznacznik

Wyznacznik macierzy A rozmiaru n X n dany
jest przez:

det(A) = Y o(p) fgai,pi.

pelly,

Czy mona zakordowac¢ problem grafowy w
macierzy A tak aby skladniki tej sumy
odpowiadaty jego rozwiazaniom?



Wyznacznik

Wyznacznik macierzy A rozmiaru n X n dany
jest przez:

det(A) = Y o(p) fgai,pi.

pelly,

Czy mona zakordowac¢ problem grafowy w
macierzy A tak aby skladniki tej sumy
odpowiadaty jego rozwiazaniom?

Testujac niezerowos¢ wyznacznika bedziemy
mogli sprawdzi¢ czy ten problem ma
rozwiazanie.
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Skojarzenia w grafie

Dla danego grafu G = (V, E) oznaczmy n = | V|
oraz m = |E|.

Skojarzeniem w grafie G nazywamy zbior
krawedzi M C E taki, ze zadne dwie krawedzie
w M nie maja wspOlnego konica.

Doskonate skojarzenie to skojarzenie o licznosci
n/2.

Chcemy znajdowac¢ doskonate skojarzenia lub
najliczniejsze skojarzenia w gratfie.



Symboliczna macierz sasiedztwa

Symboliczna macierz sasiedztwa gratu
dwudzielnego:




Symboliczna macierz sasiedztwa

/xn 0 X13 0 0 0
X721 X922 0 0 0 0
X31 0 0 X34 0 0 -
dlet 0 xi xa3 0 0 x4 |

0 0 0 xs54 X55 Xs6
\0 0 0 0 0 x66/

— —X13X21X34X42X55X66 — X11X22X34X43X55X66-

Jednomiany wyznacznika odpowiadaja
doskonatym skojarzeniom w G. (Lovdsz )
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Symboliczna macierz sasiedztwa

Wyznacznik jest dany przez:

det(A) = Y o(p) ﬁai,pi.

pelly,

Niezerowy skladnik tej sumy dla kazdego
wierzchotka i zadaje inny wierzcholek p;.

Skladniki sumy odpowiadaja doskonatym
skojarzeniom w grafie.
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Techniki algebraiczne

Poprzednie techniki algebraicznie:

» O(n¥) = O(n*°%) testowanie i wyznaczanie
licznos$ci — Lovasz,

» O(n¥*t) = O(n°°%) znajdowanie — Rabin,
Vazirani.
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Nowa metoda oparta na eliminacji Gaussa.

Algebraiczne algorytmy znajdujace
najliczniejsze skojarzenia w gratach:
(Mucha & Sankowski FOCS 2004)

= bardzo prosty algorytm O(n?),
238

 algorytm O(n“) = O(n

Obydwa algorytmy sa randomizowane.
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Poprzednie wyniki

Najszybsze dotychczas znane algorytmy
dziatajq w czasie:

» O(m+/n) dla graféw dwudzielnych —
Hopcroft, Karp,

» O(m+/n) dla dowolnych graféw — Micalli,
Vazirani,

Dla graféw gestych otrzymujemy czas O(n*°).
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Grafy Planarne

Nasze wyniki (Mucha & Sankowski ESA 2004):
= prosty algorytm O(n?),
» algorytm O(n?) = O(n'1?).

Najszybsze poprzednio znane algorytmy
dzialaja w czasie:

= O(n3) dla dwudzielnych graféw planarnych—
Klein, Rao, Rauch, Subramanian,

= O(n2) dla dowolnych graféw planarnych —
Micali, Vazirani.
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Skojarzenia wazone

Dla grafu G = (V, E) mamy dana funkgcje
w: E—{0,..., W} zadajaca wagi krawedziom.

Waga skojarzenia to suma wag jego krawedzi.

Chcemy znajdowac¢ doskonate skojarzenia o jak
najwiekszej wadze.
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Wyniki

Nowa metoda redukgcji problemu wazonego do
problemu bez wag.

Algebraiczny algorytmy znajdujacy
najliczniejsze skojarzenie w gratach w czasie
O(n“W) = O(n**W).

Algorytm jest randomizowany.

Razem z M. Mucha pracujemy nad
przypadkiem og6lnym.
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Poprzednie wyniki

Najszybsze dotychczas znane algorytmy dla
gratow dwudzielnych dziataja w czasie:

s O(nm) — Edmonds, Karp,
s O(y/nmlog(nW)) — Gabow, Tarjan.

Dla graféw gestych otrzymujemy czas O(n°)
badz O(n*°log(nW)).
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Domkniecie przechodnie

Majac dany graf skierowany G = (V, E) chcemy
dla kazdego wierzchotka v € V okresli¢ do jakich
wierzchotkéw istnieje z niego Sciezka.

Czy do wierzchotka v3 mozna dojs¢ v;?
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Symboliczna macierz sasiedztwa gratu:




Symboliczna macierz sasiedztwa

0 0 )
0 0
0 0
1 x5
Xe5 1 )




Symboliczna macierz sasiedztwa

= X12X23 — X12X24X43 1

—X12X23X56X65 T X12X24X43X56X65-

Jednomiany tego wyznacznika odpowiadaja
Sciezkom z v1 do v3 w G.
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Symboliczna macierz sasiedztwa

Wyznacznik jest dany przez:

det(A) = }_ a(p)ﬁai,pi.

pelly,

Niezerowy sktadnik sumy to pokrycie grafu
cyklami. Usuniecie j-tego wiersza 1 i-tej kolumny
wymusza, aby pokrycie zawierato krawedz (j,1).

Skladniki tej sumy odpowiadaja Sciezkom w grafie
plus ewentualnie dodatkowe cykle.
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Odlegto Sci w grafach

Dla grafu G = (V, E) mamy dana funkgcje
w:E— {—W,..., W} zadajaca wagi
krawedziom.

Dtugos¢ Sciezki z v do w to suma wag jej
krawedzi.

Odlegtos¢ z wierzchotka v do w to dlugos¢
najkrotszej sciezki z v do w.

Dla danego wierzchotka v chcemy policzy¢
odlegltosci do innych wierzchotkéw badz
stwierdzi¢, ze jest cykl ujemnej dtugosci.



Wyniki

Nowa metoda obliczania odleglosci w grafie
poprzez obliczenie macierzy odwrotnosci —
rozwiazanie ukladu réwnan.

-p.24/36



Wyniki

Nowa metoda obliczania odleglosci w grafie
poprzez obliczenie macierzy odwrotnosci —
rozwiazanie ukladu réwnan.

Algebraiczny algorytmy obliczajacy odleglosci z
danego wierzchotka w czasie
O(n“W) = O(n*3W).




Wyniki

Nowa metoda obliczania odleglosci w grafie
poprzez obliczenie macierzy odwrotnosci —
rozwiazanie ukladu réwnan.

Algebraiczny algorytmy obliczajacy odleglosci z
danego wierzchotka w czasie
O(n“W) = O(n*3W).

Algorytm jest randomizowany.
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Poprzednie wyniki

Najszybsze dotychczas znane algorytmy
dziatajq w czasie:

s O(nm) — Belman, Ford,
s O(y/nmlog(W)) — Goldberg,

Dla grafow gestych otrzymujemy czas O(n°)
badz O(n*°log(nW)).
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Problemy dynamiczne

Metody algebraiczne okazaly sie bardzo
przydatne dla nastepujacych problemow:

» najliczniejsze skojarzenia,

» wazone skojarzenia,

s domkniecie przechodnie,

s odleglosci w grafie:
¢ z jednego wierzchotka,
¢ miedzy wszystkimi parami wierzchotkow.

Czy take w przypadku dynamicznym mozna
wykorzystac te techniki?

-p-26/36
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Domkniecie przechodnie

Dla danego gratu:

sprawdzi¢ czy do v, mozna dojs¢ v4? NIE
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Dla danego gratu:

obliczy¢ odleglosci v do v3? 3
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Problemy macierzowe

Na obliczenie wyznacznika potrzebujemy
O(n%) operacji arytmetycznych.

Czy po malej zmianie w macierzy mozna
policzy¢ wyznacznik szybciej?

TAK:
®» po zmianie catej kolumny w czasie O(n?),

» po zmianie jednego elementu w czasie
O(n1.58) .
(Sankowski FOCS 2004)
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Problemy macierzowe

W przypadku dynamicznego obliczania

macierzy odwrotnosci i minoréw giéwnych
wystarcza:

= O(n?) czasu na zmiane kolumny i
1) czasu na odpowiedz na zapytanie,

O(
s O(n'"%) czasu na zmiane elementu i
O(n">%) czasu na odpowiedz na zapytanie,

Dolne granice ()(n) — Frandsen, Hansen,
Miltersen.
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Domkniecie przechodnie

Przy pomocy tych algorytmow mozemy
skonstruowac algorytmy dla dynamicznego
domkniecia przechodniego potrzebujace:

s O(n?) czasu na zmiane krawedzi i
1) czasu na odpowiedz na zapytanie,

ol
» O(n'2%) czasu na zmiane krawedzi i
O(n’>%) czasu na odpowiedz na zapytanie,

Najlepszy poprzedni wynik: O(n?) czasu
amortyzowanego na zmiane O(1) na zapytanie
— Dematrescu, Italiano.
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» dynamiczne odlegtosci — czas O(n'?*).
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Spintronika to elektronika wykorzystujaca do
przechowywania badz przesytania informacji
spin elektronu.

Przykladami urzadzen spintronicznych sa:
s glowice dyskow twardych,

= magnetyczne pamieci RAM,
» tranzystor spinowy.

Do konstrukgcji tych urzadzen potrzebne sa
odpowiednie materiaty.
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Zajmuje sie stworzeniem modelu teoretycznego
materialow potprzewodnikowych, ktory
umozliwitby dobry opis efektow, takich jak:

s oddzialywanie materialéw magnetycznych,
» wstrzykiwanie spinéw,
» transport spinow,

s detekcja spindw.
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Chcialem podziegkowa¢ moim promotorom:

Perle Krzysztofowi

Kacman Diksowi
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